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Prvotisla Kongruence Kraceni exponentil
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@ MathMatize Memes
@MathMatize

A math department at a major university
in the US is now offering a semester long
course on “number theory.”

Yes, you read that right.

Number. Like 1,2,3,4...The things kids learn
about in primary school.

The dumbing down of America continues...
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What | expected from Number Theory:
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1 + 2 = 3
What | got:

)@

S -1 (75)

SSP3aG




@ Teorie &isel se zabyva vlastnostmi (hlavn& celych) &isel.

@ Jedna se o jednu z nejstarSich matematickych disciplin vedle
algebry, aritmetiky a geometrie.

@ Poznatky jsou v sou¢asné dobé pouzivany v asymetrické
kryptografii (RSA, pseudondhodné generatory).
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Délitelnost

Definice
M&me a, b € Z, plati, Ze a déli b, zna&ime a | b, prdv& tehdy,
kdyz: (3k € Z)(a- k = b).

Definice

Cislo ¢ € Ny je nejvétsim spolegnych délitelem &isel a, b € Z,
znatime ¢ = ged(a, b), pokud je jejich spoletny dé&litel a zarovefi je
celotiselnym nasobkém kazdého jiného jejich spole¢ného délitele.

Definice

SSP3aG

Cisla a, b € Z nazyvdme nesoud&lna pravé tehdy, kdyz
ged(a, b) = 1.
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Definice prvodisla

P¥irozené ¢islo n > 2 nazyvame prvocislem pravé tehdy, kdyZ ma
jen dva délitele: 1 a sebe sama.

Definice
P¥irozené &islo n > 2 nazyvame slozenym ¢€islem pravé tehdy,
kdyZ neni prvotislem (ma jiného délitele nez 1 a sebe sama).

Z t&chto definic je patrné, Ze Cislo 1 nepat¥i ani do &isel sloZzenych
ani do prvodisel a tvo¥i samotnou skupinu.
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Zakladni véta aritmetiky

Kazdé c € N, ¢ > 2 lze vyjadFit ve tvaru:

c=ptopyt m"*Hp

kde p1, ..., pn jsou prvolisla a my, ..., m, jsou celd &isla. Tento
zapis také nazyvdme prvociselnym rozkladem.

Priklad

36=4-9=2.2.3.3=22.32
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Zakladni véta aritmetiky

Problém faktorizace je pfedpokladan za velice obtizny. Neni zndm
obecny algoritmus co by dokdzal faktorizovat v polynomialnim &ase
a predpoklada se, Ze takovy algoritmus neexistuje.

Na tomto principu funguje RSA.
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Kongruence
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Kongruence modulo n

Definice

M&jme a,b,n € N a n > 2. Rikdme, %e a je kongruentni s b
modulo n, zna&ime

a=b (mod n)
pravé tehdy, kdyz n | (a — b).

Priklad

11=7=3 (mod 4)
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Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

@ a= b (mod n)
@ a modn=>b modn
o (IeN)(b=a+1-n)
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Upravy v kongruencich modulo n

e MdZeme nejprve zmodulovat &isla a pak s nimi déle potitat (u

/. s

s¢itani, od¢itani, nasobeni a dé&leni).
@ MiZeme obé strany rovnic vyndsobit stejnym Cislem. Také
a

7

miZeme od nich stejné &isla odelitat nebo priditat.

@ Nemiizeme modulovat &isla v exponentech. Tzn. provadét
Gpravy typu: 4" # 42 (mod 5)

@ NemdizZeme jednodu$e délit obé strany rovnice &islem. Nap¥.:
4x =12 (mod 20) a x = 3 (mod 20) nejsou stejné rovnice.
Prvni rovnice plati pro x = 8, ale druhd ne.
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Kraceni rovnic v kongruencich modulo n

Mé&jme a, b,c,n € N a n > 2, pak plati:
ac = bc (mod n) < a= b (mod W”C’n))
P¥iklad
4x =8 (mod 18) -4

4x =8 (mod 18) + 4, gcd(18,4) =2
x=2 (mod9)
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Zjednoduste tak, aby se na levé strané nachdzelo jen x

8 + 5x = 18 (mod 15) x =2 (mod 3)
18 + 12x = 78 (mod 9) x =2 (mod 3)
9+ 12x = 225 (mod 30) x =3 (mod 5)
2+ 8x =39 (mod 29) x =1 (mod 29)
9 +5x =49 (mod 17) x =8 (mod 17)
6 + 12x = 42 (mod 15) x =3 (mod 5)
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Algoritmus Square and Multiply

Algoritmus Square and Multiply

Algoritmus Square and Multiply (esky algoritmus bindrniho
umociiovani, ale pouZivd se Casté&ji anglicky ndzev) je nejjednodussi
a nejobecné&jsi metoda pro kraceni exponentd, kterd funguje kdyz
mame vypotist a® mod n pro libovolné a, b, n € N.

Funguje na tom principu, Ze exponent kratit nemiZeme, ale zdklad
mocniny ano. TakZe naptiklad vyraz a®® mod n, jsme schopni
prepsat jako: (a2)" mod n. Nyni pokud a® vyjde v&t&i neZ n, tak
jsme si ulehdili praci a mizeme mezivysledek zmodulovat a nynf
budeme mocnit mensi &islo.
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Algoritmus Square and Multiply

Ukazka Square and Multiply

UkaZme si Square and Multiply na p¥ikladé. Zkusme vypotitat 215
mod 5.

Jako prvni si rozd&lme 215 na 21.22.24 .28,

A nyni uZ jen vypolitejme jednotlivé mocniny:

=22 =14 (mod 5)

21 =2 (mod 5 1)2
4 2 42 =16=1 (mod 5)

SSP3aG

Milan Radoj¢i¢

Teorie &isel



Kraceni exponenti

[e]e] le}

Algoritmus Square and Multiply

Popis Square and Multiply

© Rozdélime nasi mocninu na soudin tak, aby v exponentech
byly jen mocniny dvojek.
@ Postupné vypolitdime od nejmensiho exponentu viechny

mocniny v nasem soucinu tak, Ze vyuZijeme vysledek z té
predchozi.

© Vypolitdme nasi mocninu ze soucinu mocnin.

@ Ve skriptech je pseudokdd.
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Algoritmus Square and Multiply

Piklady

Zjednoduste nasledujici vyrazy

216 (mod 8)
331 (mod 10)
6% (mod 7)
77 (mod 8)
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Mala Fermatova véta

Mald Fermatova véta

Pro kazdé prvocislo p a kazdé a € Z plati:

aP=a (mod p)
Z této v&ty také plyne: a1 =1 (mod p).
P¥iklad

Podle Malé Fermatovy v&ty m4 platit: 3* = 1 (mod 5). Ov&fme
pomoci algoritmu Square and Multiply.

32=9=4 (mod5), 3*=42=16=1 (mod 5)
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Mala Fermatova véta

Piklady

Zjednoduste nasledujici vyrazy
725 (mod 13)
820 (mod 17)

516 (mod 16)
260 (mod 23)
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Eulerova véta

Eulerova véta je zobecnénim malé Fermatovy véty pro p, které
neni prvolislem. Pro ukazani Eulerovy vé&ty si ale musime ¥ict co je
Eulerova funkce.

Definice

Eulerova funkce (zna&ime (n)) je polet viech k € N takovych,
7e1 < k<nagcd(k,n)=1.

Slovné: Eulerova funkce nam udava pocet &isel mensi nez n, ktera
jsou s nim nesoudélna.
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Eulerova véta

Vlastnosti Eulerovy funkce

Pro vypocet se ndm budou &asto hodit tyto vlastnosti Eulerovy
funkce:

e o(p) = p—1, kde p je prvotislo (plyne p¥imo z definice
prvocisla)

e o(p?) = (p—1)-p>L, pro prvotislo p a kladné celé a
@ Pro nesoud&Ind x, y plati: o(x - y) = p(x) - ¢(y)
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Eulerova véta

Z t&chto vlastnosti a ze zakladni véty aritmetiky (prvociselny
rozklad) nam plyne:

Pro ¢ € N plati, ze pokud: ¢ = p/™ - p32 - ... pp, tak plati:

oc)=(p1—1)- Pt (p2—1)-p= ... (pa—1) - p™t
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Eulerova véta

Eulerova véta

Pro kazdé n € N a kazdé a € N takové, ze ged(n, a) = 1, plati:

a#M =1 (mod n)
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Eulerova véta

Piklady

Zjednoduste nasledujici vyrazy
3% (mod 8)

8% (mod 9)

3° (mod 9)

717 (mod 15)
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