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Uvod

> Teorie &isel se zabyva vlastnostmi (hlavn& celych) &isel.

» Jedna se o jednu z nejstarSich matematickych disciplin vedle algebry,
aritmetiky a geometrie.

» Poznatky jsou v soutasné dob& pouzivany v asymetrické kryptografii
(RSA, pseudondhodné generétory).
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Délitelnost
Definice

M&jme a, b € Z, plati, Ze a déli b, znatime a | b, prav& tehdy, kdyz:
(3keZ)(a-k=0Db).
Definice

Cislo ¢ € Ny je nejvétsim spolenych délitelem &isel a, b € Z, znatime
c = gcd(a, b), pokud je jejich spoleény délitel a zdroveri je celo&iselnym
ndsobkém kazdého jiného jejich spole¢ného délitele.

Definice

Cisla a, b € Z nazyvame nesoud&Ina pravé tehdy, kdy? ged(a, b) = 1.
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Definice prvodisla

Definice

P¥irozené &islo n > 2 nazyvame prvocislem pravé tehdy, kdyZ ma jen dva
délitele: 1 a sebe sama.

Definice

Pt¥irozené ¢islo n > 2 nazyvdame sloZzenym ¢&islem pravé tehdy, kdyz neni
prvotislem (m3 jiného délitele nez 1 a sebe sama).

Z t&chto definic je patrné, Ze &islo 1 nepatfi ani do &isel slozenych ani do
prvodisel a tvofi samotnou skupinu.
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Zakladni véta aritmetiky

Véta
Kazdé c € N, ¢ > 2 Ize vyjadfit ve tvaru:

c=pimopye... ’""—Hp

Eulerova véta
000000

kde p1,..., pn jsou prvolisla a my, ..., my, jsou celd &isla. Tento zapis také

nazyvame prvociselnym rozkladem.

Priklad
36=2-18=2-2-9=2.2.3.3=22.32
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Zakladni véta aritmetiky

» Problém faktorizace je ptedpokladan za velice obtizny.
» Neni zndm obecny algoritmus co by dokdazal faktorizovat , rychle.
® Predpokladd se, Ze takovy algoritmus neexistuje.

> Na tomto je zaloZena bezpetnost RSA.

1V polynomidlnim &ase viigi pottu cifer.
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Kongruence modulo n

Definice

Mé&jme a,b,n e Na n> 2. Rikdme, Ye a je kongruentni s b modulo n,
znaéime

a=b (mod n)

pravé tehdy, kdyZz n | (a — b).

Priklad
11=7=3 (mod 4)
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Véta

Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
» a=b (mod n)
> a2 mod n=b mod n
» (A eN)(b=a+1/-n)
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Upravy v kongruencich modulo n

Ve

MizZeme nejprve zmodulovat &isla a pak s nimi déle pocitat (u s¢itan
odiitani, nasobeni a d&leni).

l
M{iizeme obé strany rovnic vynasobit stejnym ¢islem. Také miizeme
od nich stejné &isla odeditat nebo pfFicitat.

Nem(iZeme modulovat &isla v exponentech. Tzn. provadét lpravy
typu: 47 # 42 (mod 5)

NemiZeme jednoduse délit ob& strany rovnice &islem. Nap¥.: 4x = 12

(mod 20) a x = 3 (mod 20) nejsou stejné rovnice. Prvni rovnice plati
pro x = 8, ale druhd ne.
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Kraceni rovnic v kongruencich modulo n

Véta

Mé&jme a, b,c,n € N a n > 2, pak plati:

ac = bc (mod n) & a= b (mod W"C’n))

Priklad

4x =8 (mod 18) = 4
4x =8 (mod 18) =4, gcd(18,4) =2
x=2 (mod 9)
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Zjednoduste tak, aby se na levé strané nachazelo jen x

8 + 5x = 18 (mod 15)
18 + 12x = 78 (mod 9)
9 + 12x = 225 (mod 30)
2 +8x =39 (mod 29)
9+ 5x =49 (mod 17)

6 + 12x = 42 (mod 15)

Milan Radoj¢i¢

x =2 (mod 3)
x =2 (mod 3)
x =3 (mod 5)
x =1 (mod 29)
x =8 (mod 17)
x =3 (mod 5)
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Algoritmus Square and Multiply

» Jako p¥iklad si vezm&me nap¥. a°.

® Naivné na to potfebujeme 7 ndsobeni.
® Jde to lépe?
. D ey ey - 2,2
> Mocninu si miZeme rozloit jako ((a?)°)
® To jsou jen 3 nasobeni!
> Na tomto je zaloZen algoritmus Square and Multiply.

Y

® Nékdy se pouziva Cesky vyraz bindrni umociiovani.
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Ukazka Square and Multiply

UkaZme si Square and Multiply na p¥ikladé. Zkusime vypo&itat 2'> mod 5.
Jako prvni si rozdélime 21° na 2% .22 .24 .28
A nyni uZ jen vypocditdme jednotlivé mocniny:

: 12 =22 =4 (mod 5)
23(2)25425165 1 (mod 5)
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Popis Square and Multiply

1. Rozdélime nasi mocninu na soudin tak, aby v exponentech byly jen
mocniny dvojek.

2. Postupné vypocitdme od nejmensiho exponentu v8echny mocniny v
nasem soudinu tak, Ze vyuZijeme vysledek z té pfedchozi.

3. Vypoditame nasi mocninu ze soudinu mocnin.
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Square and Multiply pseudokdd

Vstup: a,e,m
Vystup: v = a¢ (mod m)

v«1

temp < a

for i< 0,...,n—1do > n je pocet bith &isla e
if ¢, =1 then > zdpisem e; myslime bit na i-té pozici &isla e

v+ v-temp mod m

end if
temp < temp®> mod m

end for
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216 (mod 8)
331 (mod 10)
6%* (mod 7)
77 (mod 8)
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Definice

Eulerova funkce (zna&ime (n)) je polet viech k € N takovych, Ze
1<k<nagcd(k,n)=1.

Slovné: Eulerova funkce ndm uddva pocet &isel mensi nez n, kterd jsou s
nim nesoudélna.
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Vlastnosti Eulerovy funkce

Pro vypocet se ndm budou &asto hodit ndsledujici vlastnosti Eulerovy
funkce.

> o(p) = p—1, kde p je prvotislo (plyne pfimo z definice prvotisla)
> o(p?) = (p—1)-p?1, pro prvotislo p a kladné celé a
» Pro nesoudélnd x, y plati: ¢(x - y) = ¢(x) - ¢(y)
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Z t&chto vlastnosti a ze zakladni véty aritmetiky (prvociselny rozklad) ndm
plyne ndsledujici véta.

Véta
Pro ¢ € N plati, ze pokud: ¢ = p/™ - p32 - ... p', tak plati:
1 1 =
p(c)=(p—1)-p" - (p2=1)-p3" ... (pn—1)-pp
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Eulerova véta

Véta

Pro kaZzdé n € N a kazdé a € N takové, Ze gcd(n, a) = 1, plati:

a#M =1 (mod n)
» Pro prvodiselné n se di odvodit vztah
a"1=1 (mod n).
® Tomuto vztahu se ¥ikd mald Fermatova véta.
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Zjednoduste nasledujici vyrazy

3% (mod 8)
8% (mod 9)
3% (mod 9)
717 (mod 15)
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