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Definice
Mg&jme mnoZinu M a binarni operaci o. Pokud plati:
1. uzav¥enost: (Va, b € M)((ae b) € M),
2. asociativita: (Va,b,c € M)((aeb)ec=ae(bec)),
3. existence neutrdlniho prvku: (Je € M)(Va e M)(aee =cea=a),
4. existence inverzniho prvku: (Va € M)(3i € M)(aei=iea=c¢)!

tak dvojici (M, e) nazyvdme grupou.

Pomnénka

Tuto definici se nau&te, budu ji po Vas chtit u testu.

Inverzni prvek pro a znadime a~?.
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Ptiklady grup

Je (Z,+) grupa? Ano, viechny podminky jsou splné&ny.
Je (N, +) grupa? Neni, neexistuji inverze.

Je (Q\ {0}, ) grupa? Ano.

Je (Z\ {0}, ) grupa? Ne, také chybi inverze.

Je mnoZzina lichych &isel a s¢itani grupa? Neni, nejsou uzaviené. Nap¥
1+1=2
Milan Radoj¢i¢
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Abelovska grupa

Definice

Mg&jme grupu (M, e) a a, b € M. Plati-li navic: (Va,b € M)(ae b= bea)
tak se jednd o abelovskou grupu.

Poznamka

Této vlastnosti se také Fika komutativita.

Vsechny pfiklady grup na minulém slidu byly také abelovské.
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Pozndmky

P> PYirozené se nabizi zruseni nékterych poZadavkl na grupu.

® Napftiklad bez existence inverznich prvkii dostaneme strukturu, které se
tikd monoid.
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Modularni aritmetika

Definice
Pro m;ne€ Z a n>2: m mod n ozna¢ime zbytek po celodiselném déleni
m &islem n.

Ukazka modulovani “za béhu”
9476+76=2476+76=8+76=14+76=7 mod7=0
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Pro jednoduchost zapisu definujme tuto mnoZinu a operace:

Definice

Zn=10,1,...,n—1}
a+pb=(a+b) modn
a-n,b=(a-b) modn
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Je (Zn, +n) grupa pro libovolné n? Projdéme si viechny vlastnosti a
Ze plati.

1. Uzavfenost — Plati z definice +,. Po provedeni operace m mod n
nemuiZeme ziskat &islo vé&tsi nez n — 1, tim padem zistdvame v
mnoziné Z,.

2. Asociativita — S¢itani (i modulo n) je asociativni, tato vlastnost tedy
plati.

3. Existence neutrdlniho prvku — Tato vlastnost je opét trivialni, pro
s¢itani je neutrdIni prvek 0, tedy plati0 +,a=a+,0 = a pro
libovolné a € Z,,.

4. Existence inverzniho prvku — Pro kaZzdé a € Z, existuje inverzni
prvek —a, ktery vypada takto: —a=n— a.
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v
Véta

(Zn, +n) je grupa pro libovolné n. Tuto grupu budeme znatit Z; .

Pomnénka

Toto si také zapamatujte, hlavné znaceni.

PYesv&dcili jsme se, ze (Zp,+n) je grupou bez ohledu na volbu n. Jak je to
ale s (Zn,-n), je to grupa?
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» Prvni tfi body jsou stejné.
> Jak je to s inverzemi?

® Inverzi pro 0 nikdy nenajdeme, ale miZeme se omezit na Z, \ {0},
® Ale co ostatni? Zkusme si ukdzat na pfikladu!

Nalezeni inverze 2= mod 5

2:1=2,2-2=4,2-3=6=1
2-1 mod 5 = 3!

Nalezeni inverze 21 mod 4
2.1222.2=02.3=2
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Zjistili jsme tedy, Ze (Z4 \ {0}, -4) neni grupa a je to tim, Ze 4 a 2 jsou
¢isla soudélna.

Mame tedy otazku: , Jak vybrat n, aby vSechna &isla mensi neZ n byla s
nim nesoudé&lna?”

Véta

Je-li n prvotislo, poté (Z, \ {0}, -n) je grupa. Tuto grupu budeme znat&it
.

Pomnénka

Zapamatovat (zase hlavn& zna&eni.)
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Téleso
P¥irozen& bychom chtéli dat néjakou mnoZinu a dvé operace dohromady
do néjakého objektu.
Definice
Mé&jme mnozinu M, a binarni operace + a -, pokud plati, Ze
1. (M, +) je Abelovska grupa,
2. pokud 0 je neutralni prvek vigi s¢itani, tak (M \ {0}, -) je grupa,

3. distributivni zdkony zleva a zprava,
a,bce M, a-(b+c)=a-b+a-c a (b+c)-a=b-a+c-a
tak trojici (M, +, -) nazyvdme télesem.

Pomnénka
Tuto definici se nau&te, budu ji po Vdas chtit u testu.
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Téleso
v
Véta

MnoZina Z, a operace +, a - tvofi téleso, kdyZ p je prvotislo. Toto téleso
budeme znatit Z,.

Pomnénka

Také si zapamatujte, hlavné znaceni.
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Rdzné pozndmky

> Stejné jako jsme mohli zrudit nékteré pozadavky u grup, tak je
miZeme zrusit i u télesa.

~

® Pokud nam napftiklad sta&i, ze (M, -) je monoid misto grupy, tak
ziskame okruh.

> Zajemclim o vice informaci o abstraktni algeb¥e dopruduji tento
playlist videi.
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Problém nalezeni inverze

Zatim umime nalézt inverzi jenom tim, Ze zkusime vSechny prvky z grupy.
Tento pfistup neni viibec efektivni a nastésti zname lepsi zplsob.

Definice

Cislo ¢ € N je nejvétsim spole¢nych délitelem &isel a, b € Z, znatime
¢ = ged(a, b), pokud je jejich spole€ny délitel a zérovefi je celo&iselnym
nasobkém kaZdého jiného jejich spole¢ného délitele.
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Rozsiteny Euklidiv algoritmus

Véta
Mé&jme a, b € Z. Pak plati:

(3k,1 € Z)(ged(a,b) = k-a+1-b).
Tento vztah se nazyva Bézoutova rovnost.

Rozsiteny Euklidiv algoritmus ndm ¥ikd jak najit gcd(a, b),/ a k.
Ale jak ndm toto pomiZe? Tomu se na hodiné v&novat pro jednoduchost
nebudeme. Ve skriptech je celé vysvétleni.
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Kontrola: 194 - 10 mod 277 = 1940 mod 277 =1
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Bonusovy kol

» Jako bonusovy tikol miiZzete naimplementovat REA.

® Klidn& v n&jakém jiném jazyce nez C#, ale nejprve se domluvte se
mnou, Ze to je ok.

» Pseudokdd algoritmu je ve skriptech.
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S&itani vektoru

Vektory s¢itame po slozkach:

() ()=

Obecné:
a b1 ai+ by
a b a b
i O e
an bn an + bn
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Skalovani vektort

Vektory Skalujeme tak, Ze vSechny sloZky vynasobime skalarem:

(2)= (o)

Obecné:
ao Q- ap
dl Q- ay
a- =
an Q- ap
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Nasobeni vektoru matici

Vo Vi
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Nasobeni vektoru matici
Pro matici 2 x 2:

(311 312> _ <b1> — by <311> e (312>
a1 ax by a1 axn

Obecné& (matice n x m):

b
ai1 da12 -+ dim b
2 1 _
dnl an2 - dmm
bm
ail a2 aim
bi-|-|+b- ||+ +bn-
anl an2 dnm
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Pozndmky

P> Zajimavym specidlnim ptikladem matice je jednotkova matice:

1 0 0
E, — 0 1 0
0 0 1

® Je zajimavd, protoze nic nedéld (neméni vektory).
> Dale mate ve skriptech ptiklady matic rotace a reflekce.

» Pro zdjemce o linearni algebru lze doporudit sérii videi od
3BluelBrown.
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